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oldug̃unu biliyoruz. Bu es.itlikte b → B− iken (B = +∞ ic.in B− = +∞)

limite gec.ilirse,

B−

∫

a

f(x)dx = lim
b→+∞

F (b) − F (a) (7.23)

oldug̃u elde edilir.

Benzer olarak, eg̃er F (x), (A, b](b ∈ R, A ∈ R veya A = −∞) aralıg̃ında

f : (A, b] → R fonksiyonunun herhangi bir ilkel fonksiyonu ise f nin [A, b]

aralıg̃ı üzerindeki has olmayan integrali ic.in

b
∫

A+

f(x)dx = F (b) − lim
a→−∞

F (a) (7.24)

oldug̃u elde edilir.

Not: (7.23) ve (7.24) formüllerine has olmayan integraller ic.in Newton-

Leibnitz formülleri de denir. •
Not: Parametreye bag̃lı has olmayan integrallerin ve katlı has olmayan

integrallerin incelenmesine ilerideki bölümlerde devam edilecektir. •

7.4 C. özümlü Problemler

(1) As.ag̃ıdaki integralleri hesaplayınız.

(a)
+∞
∫

a

dx
x2 (a > 0) ; (b)

+∞
∫

0

e−axdx (a > 0) ;

(c)
+∞
∫

1

ln x
x2 dx ; (d)

+∞
∫

e

dx
x(ln x)2

;

(e)
0
∫

−∞
sechxdx ; (f)

−2
∫

−∞

dx

x
√

x2−1
;

(g)
+∞
∫

2
π

1
x2 cos 1

x
dx ; (h)

+∞
∫

0

e−
3√xdx ;
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(i)
+∞
∫

2

dx
x2+x−2

; (j)
+∞
∫

2

dx

x
√

x2+x−1
;

(k)
+∞
∫

0

xdx

(2x2+1)
√

3x2+5
; (l)

+∞
∫

0

e−αx sin βxdx (α > 0);

(m)
+∞
∫

1

dx

x3
√

1+x2 ; (n)
+∞
∫

1

ln(1+x2)
x2 dx ;

(o)
+∞
∫

0

x ln x
(1+x2)3

dx ; (p)
+∞
∫

1

xarccotx
(1+x2)2

dx ;

(r)
+∞
∫

0

x2+12
(x2+1)2

dx ; (s)
+∞
∫

0

dx

(1+x4) 4√1+2x4
;

C. özüm: (a) F (x) = − 1
x
, [a, +∞) (a > 0) aralıg̃ında sürekli 1

x2

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

a

dx

x2
= lim

b→+∞
(−1

b
) +

1

a
=

1

a

olur.

(b) F (x) = − 1
a
e−ax, [0, +∞) aralıg̃ında sürekli e−ax fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

0

e−axdx = lim
b→+∞

(−1

a
e−ab) +

1

a
=

1

a

olur.

(c) F (x) = −1+ln x
x

, [1, +∞) aralıg̃ında sürekli ln x
x2 fonksiyonunun bir

ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

1

ln x

x2
dx = lim

b→+∞
(−1 + ln b

b
) + 1 = 1

olur.

(d) F (x) = − 1
ln x

, [e, +∞) aralıg̃ında sürekli 1
x(ln x)2

fonksiyonunun bir

ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

e

dx

x(ln x)2
= lim

b→+∞
(− 1

ln b
) + 1 = 1
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olur.

(e) F (x) = 2 arctan(ex), (−∞, 0] aralıg̃ında sürekli sechx fonksiy-

onunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.24) formülü gereg̃ince

0
∫

−∞

sechxdx = 2 arctan 1 − lim
a→−∞

(2 arctan(ea)) = 2.
π

4
− 0 =

π

2

olur.

(f) F (x) = arcsin 1
x
, (−∞,−2] aralıg̃ında sürekli 1

x
√

x2−1
fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.24) formülü gereg̃ince

−2
∫

−∞

dx

x
√

x2 − 1
= arcsin(−1

2
) − lim

a→−∞
(arcsin

1

a
) = −π

6

olur.

(g) F (x) = cos 1
x
, [ 2

π
, +∞) aralıg̃ında sürekli 1

x2 cos 1
x

fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

2
π

1

x2
cos

1

x
dx = lim

b→+∞
(cos

1

b
) − cos

π

2
= 1 − 0 = 1

olur.

(h) F (x) = −3(
3
√

x2 + 2 3
√

x + 2)e−
3
√

x, [0, +∞) aralıg̃ında sürekli

e−
3√x fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (az sonra bunu

göstereceg̃iz)(7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

0

e−
3√xdx = −3 lim

b→+∞
(

3
√

b2 + 2
3
√

b + 2)e−
3√

b + 3(0 + 2.0 + 2)e0

= 3.2 = 6

olur.

F (x) in [0, +∞) aralıg̃ında e−
3
√

x fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu

oldug̃unu gösterelim.
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∫

e−
3√xdx [x = t3 denirse dx = 3t2dt olacag̃ından]

= 3
∫

e−tt2dt [u = t2 ve dv = e−tdt denirse, du = 2tdt ve v = −e−t

olacag̃ından kısmi integrasyon formülüne göre]

= −3t2e−t+6
∫

e−ttdt [u = t ve dv = e−tdt denirse, du = dt ve v = −e−t

olacag̃ından kısmi integrasyon formülüne göre]

= −3t2e−t + 6(−te−t +

∫

e−tdt)

= −3(t2 + 2t + 2)e−t = −3(
3
√

x2 + 2 3
√

x + 2)e−
3√x

oldug̃u anlas.ılır.

(i) F (x) = 1
3
ln x−1

x+2
, [2, +∞) aralıg̃ında sürekli 1

x2+x−2
fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

2

dx

x2 + x − 2
= lim

b→+∞

1

3
ln

b − 1

b + 2
− 1

3
ln

1

4
=

2

3
ln 2

olur.

(j) F (x) = arcsin 2√
5
(1

2
− 1

x
), [2, +∞) aralıg̃ında sürekli 1

x
√

x2+x−1

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

2

dx

x
√

x2 + x − 1
= lim

b→+∞
arcsin

2√
5
(
1

2
− 1

b
) − arcsin 0

= arcsin
1√
5

olur.

(k) F (x) = 1√
14

ln
√

2x2+1√
6x2+10+

√
7
, [0, +∞) aralıg̃ında sürekli

x

(2x2+1)
√

3x2+5
fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü
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gereg̃ince

+∞
∫

0

xdx

(2x2 + 1)
√

3x2 + 5
= lim

b→+∞

1√
14

ln

√
2b2 + 1√

6b2 + 10 +
√

7

− 1√
14

ln
1√

10 +
√

7

=
1√
14

ln
1√
3

+
ln(

√
10 +

√
7)√

14

=
ln(

√
10 +

√
7 −

√
3)√

14

olur.

(l) F (x) = −α sin βx+β cos βx

α2+β2 e−αx, [0, +∞) aralıg̃ında sürekli e−αx sin βx

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃una göre, (7.23) formülü gereg̃ince,

+∞
∫

0

e−αx sin βxdx = − lim
b→+∞

α sin βb + β cos βb

α2 + β2
e−αb +

β

α2 + β2

=
β

α2 + β2

olur.

Benzer olarak, (α > 0 ic.in)

+∞
∫

0

e−αx cos βxdx =
α

α2 + β2

dir.

(m) F (x) = −
√

1+x2

2x2 + 1
2
ln 1+

√
1+x2

x
, [1, +∞) aralıg̃ında sürekli 1

x3
√

1+x2

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

1

dx

x3
√

1 + x2
= lim

b→+∞
(−

√
1 + b2

2b2
+

1

2
ln

1 +
√

1 + b2

b
)

− (−
√

2

2
+

1

2
ln(1 +

√
2))

=

√
2

2
− 1

2
ln(1 +

√
2) =

√
2 − ln(1 +

√
2)

2
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bulunur.

(n) F (x) = 2 arctan x− 1
x

ln(1+x2), [1, +∞) aralıg̃ında sürekli 1
x2 ln(1+

x2) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

1

ln(1 + x2)dx

x2
= lim

b→+∞
(2 arctan(x) − 1

x
ln(1 + x2))

− (2 arctan 1 − ln 2) = 2.
π

2
− (2.

π

4
− ln 2)

=
π

2
+ ln 2

olur.

(o) lim
x→0+

x ln x
(1+x2)3

= 0 limit deg̃erini f(x) = x ln x
(1+x2)3

integrant fınksiyonunun

x = 0 noktasındaki deg̃eri olarak kabul edersek

f(x) =

{

x ln x
(1+x2)3

, x ∈ (0, +∞) ise,

0 , x = 0 ise

fonksiyonu [0, +∞) aralıg̃ında sürekli olacaktır. Bu fonksiyonun (0, +∞)

aralıg̃ında ilkel fonksiyonunu bulalım.

u = ln x ve dv = xdx
(1+x2)3

= d(1+x2)
2(1+x2)3

denirse, du = dx
x

ve v = − 1
4(1+x2)2

olacag̃ından kısmi integrasyon formülüne göre

∫

x ln x

(1 + x2)3
dx = − ln x

4(1 + x2)2
+

1

4

∫

dx

x(1 + x2)2

olur. Öte yandan her x > 0 ic.in dog̃ru olan

1

x(1 + x2)2
=

1

x
− x

1 + x2
− x

(1 + x2)2

es.itlig̃inden yararlanırsak

∫

xdx

x(1 + x2)2
=

∫

dx

x
−

∫

xdx

1 + x2
−

∫

xdx

(1 + x2)2

= ln x − 1

2
ln(1 + x2) +

1

2(1 + x2)
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oldug̃u dolayısıyla, (0, +∞) aralıg̃ında aranan ilkel fonksiyonun

F (x) = − ln x

4(1 + x2)2
+

1

4
ln x − 1

8
ln(1 + x2) +

1

8(1 + x2)

oldug̃u anlas.ılır.

lim
x→0+

F (x) = 1
8

= F (0) kabul edersek (7.23)den dolayı

+∞
∫

0

x ln x

(1 + x2)3
dx = lim

b→+∞
F (b) − F (0) = 0 − 1

8
= −1

8

oldug̃u elde edilir.

(p) F (x) = (x2−1)arccotx−x

4(x2+1)
, [1, +∞) aralıg̃ında sürekli xarccotx

(1+x2)2
fonksiy-

onunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü gereg̃ince

+∞
∫

1

xarccotx

(1 + x2)2
dx = lim

b→+∞
F (b) − F (1)

=
1

4
lim

b→+∞
(
b2 − 1

b2 + 1
arccotb − x

x2 + 1
) − 1

8
= −1

8

bulunur.

(q) ∀x ∈ [0, +∞) ic.in

x2 + 12

(x2 + 1)2
=

1

x2 + 1
+

11

(x2 + 1)2

oldug̃undan

F (x) =

∫

x2 + 12

(x2 + 1)2
=

∫

1

x2 + 1
+

∫

11

(x2 + 1)2

=
13

2
arctan x +

11

2

x

x2 + 1

fonksiyonu [0, +∞) aralıg̃ında sürekli x2+12
(x2+1)2

fonksiyonunun bir ilkel

fonksiyonu olur. (7.23) den

+∞
∫

0

x2 + 12

(x2 + 1)2
dx = lim

b→+∞
F (b) − F (0) =

13

2

π

2
=

13π

4
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olur.

(r) F (x) = 1
4
ln

4√1+2x4+x
4√1+2x4−x

− 1
2
arctan

4√1+2x4

x
, [0, +∞) aralıg̃ında sürekli

1

(1+x4) 4√1+2x4
fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan (7.23) formülü

gereg̃ince

+∞
∫

0

dx

(1 + x4) 4
√

1 + 2x4
= lim

b→+∞
F (b) − F (0)

=
1

4
lim

b→+∞
(ln

4
√

1 + 2b4 + b
4
√

1 + 2b4 − b
− 2 arctan

4
√

1 + 2b4

b
)

− (
1

4
ln 1 − 1

2

π

2
)

=
1

4
lim

b→+∞
(ln

4

√

2 + 1
b4

+ 1

4

√

2 + 1
b4
− 1

− 2 arctan
4

√

2 +
1

b4
) − π

2

=
1

4
ln

4
√

2 + 1
4
√

2 − 1
− 1

2
arctan(

4
√

2) − π

4

olur. ¦

(2) As.ag̃ıdaki integralleri hesaplayınız.

(a)
8
∫

−1

dx
3
√

x
; (b)

1
∫

0

( 6√x+1)2√
x

dx ;

(c)
1
∫

−1

3x2+2
3√

x2
dx ; (d)

2
∫

0

dx√
|x2−1|

;

(e)
4
∫

1

dx

x
√

16−x2 ; (f)
1
∫

0

arcsin x√
1−x2 dx ;

(g)
1
∫

0

ln xdx ; (h)
1
∫

0

ln x√
x
dx ;

(i)
2
∫

1

dx

x
√

3x2−2x−1
; (j)

π
∫

0

|cos x|√
sin x

dx ;

(k)
0
∫

−1

e
1
x

dx
x3 ; (l)

1
∫

−1

e
1
x

dx
x3 .

C. özüm: (a) f(x) = 1
3√x

fonksiyonu 0 noktasında sınırsız oldug̃undan
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verilen integrali
8

∫

−1

dx
3
√

x
=

0
∫

−1

dx
3
√

x
+

8
∫

0

dx
3
√

x

s.eklinde yazalım. Tanım 7.1.5 gereg̃ince

0
∫

−1

dx
3
√

x
= lim

b→0−

b
∫

−1

dx
3
√

x
= lim

b→0−

3

2
x

2
3

∣

∣

∣

b

−1

=
3

2
lim

b→0−
(b

2
3 − 1) = −3

2

ve

8
∫

0

dx
3
√

x
= lim

a→0+

8
∫

a

dx
3
√

x
= lim

a→0+

3

2
x

2
3

∣

∣

∣

8

a
= 6

oldug̃undan
8

∫

−1

dx
3
√

x
= −3

2
+ 6 =

9

2

bulunur.

(b) Verilen integrali

1
∫

0

( 6
√

x + 1)2

√
x

dx =

1
∫

0

dx
6
√

x
+ 2

1
∫

0

dx
3
√

x
+

1
∫

0

dx√
x

s.eklinde yazalım. 6
5

6
√

x5, 3
2

3
√

x2, 2
√

x fonksiyonları (0, 1] aralıg̃ında sırasıyla

sürekli 1
6√x

, 1
3√x

, 1√
x

fonksiyonlarının ilkel fonksiyonları oldug̃undan

1
∫

0

dx
6
√

x
= lim

a→0+
(
6

5

6
√

x5)
∣

∣

∣

1

a
=

6

5
lim

a→0+
(1 − 6

√
a5) =

6

5

1
∫

0

dx
3
√

x
= lim

a→0+
(
3

2

3
√

x2)
∣

∣

∣

1

a
=

3

2
lim

a→0+
(1 − 3

√
a2) =

3

2
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1
∫

0

dx√
x

= lim
a→0+

(2
√

x)
∣

∣

∣

1

a
= 2 lim

a→0+
(1 −

√
a) = 2

bulunur. Böylece,

1
∫

0

( 6
√

x + 1)2

√
x

dx =
6

5
+ 2

3

2
+ 2 =

31

5

oldug̃u elde edilir.

(c) Verilen integrali

I =

1
∫

−1

3x2 + 2
3
√

x2
dx = 3

1
∫

−1

x
1
3 dx + 2

1
∫

−1

dx
3
√

x2
= 3I1 + 2I2

s.eklinde yazalım. I1 has integral olup Newton-Leibnitz formülüne göre

I1 =
3

7
x

7
3

∣

∣

∣

1

−1
=

6

7

olur.

f(x) = 1
3√

x2
fonksiyonu 0 noktasında sınırsız oldug̃undan, I2 integralini

1
∫

−1

dx
3
√

x2
=

0
∫

−1

dx
3
√

x2
+

1
∫

0

dx
3
√

x2

s.eklinde yazalım. (b) de oldug̃u gibi

0
∫

−1

dx
3
√

x2
= lim

b→0−
(3x

1
3 )

∣

∣

∣

b

−1
= 3

1
∫

0

dx
3
√

x2
= lim

a→0+
(3x

1
3 )

∣

∣

∣

1

a
= 3
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oldug̃undan, I2 = 3 + 3 = 6 bulunur. Böylece,

I = 3I1 + 2I2 = 3.
6

7
+ 2.6 = 14

4

7

bulunur.

(d) f(x) = 1√
|x2−1|

fonksiyonu x = 1 noktasında sınırsız oldug̃undan

verilen integrali

2
∫

0

dx
√

| x2 − 1 |
=

1
∫

0

dx√
1 − x2

+

2
∫

1

dx√
x2 − 1

s.eklinde yazalım.

arcsin x, [0, 1) aralıg̃ında sürekli 1√
1−x2 fonksiyonunun ve ln(x+

√
x2 − 1), (1, 2]

aralıg̃ında sürekli 1√
x2−1

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan,

1
∫

0

dx√
1 − x2

= lim
b→1−

(arcsin x
∣

∣

∣

b

0
) =

π

2

2
∫

1

dx√
x2 − 1

= lim
a→1+

(ln(x +
√

x2 − 1)
∣

∣

∣

2

a
) = ln 3

bulunur. Demek ki,

2
∫

0

dx
√

| x2 − 1 |
=

π

2
+ ln 3

dir.

(e) F (x) = −1
4
ln( 4

x
+

√

16
x2 − 1), [1, 4)aralıg̃ında sürekli 1

x
√

16−x2 fonksiy-

onunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan,

4
∫

1

dx

x
√

16 − x2
= lim

b→4−
(−1

4
ln(

4

x
+

√

16

x2
− 1))

∣

∣

∣

b

1

= −1

4
lim

b→4−
ln(

4

b
+

√

16

b2
− 1) +

1

4
ln(4 +

√
15)

=
1

4
ln(4 +

√
15)



Has Olmayan İntegraller 881

bulunur.

(f) F (x) = 1
2
(arcsin x)2, [0, 1)aralıg̃ında sürekli arcsin x√

1−x2 fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan,

1
∫

0

arcsin x√
1 − x2

dx = lim
b→1−

(
1

2
(arcsin x)2

∣

∣

∣

b

1
) =

1

2
lim

b→1−
(arcsin b)2

=
1

2
.
π2

4
=

π2

8

bulunur.

(g) F (x) = x ln x − x, [0, 1)aralıg̃ında sürekli lnx fonksiyonunun bir

ilkel fonksiyonu oldug̃undan,

1
∫

0

ln xdx = lim
a→0+

(x ln x − x)
∣

∣

∣

1

a
= −1 − lim

a→0+
(a ln a − a) = −1

bulunur.

(h) (7.14) Kısmi integrasyon formülünü uygulayalım. f(x) = ln x, g′(x) =
1√
x

dersek f ′(x) = 1
x
, g(x) = 2

√
x olacag̃ından (7.14)ten

1
∫

0

ln x√
x

dx = (2
√

x ln x)
∣

∣

∣

1

0
) − 2

1
∫

0

dx√
x

= −2 lim
a→0+

√
a ln a − lim

a→0+
(2
√

x)
∣

∣

∣

1

a
= −4

bulunur.

(i) F (x) = − arcsin x+1
2x

, (1, 2]aralıg̃ında sürekli 1
x
√

3x2−2x−1
fonksiy-

onunun bir ilkel fonksiyonu oldug̃undan,

+∞
∫

1

dx√
3x2 − 2x − 1

= lim
a→1+

(− arcsin
x + 1

2x
)
∣

∣

∣

2

a

=
π

2
− arcsin

3

4
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bulunur.

(j) f(x) = |cos x|√
sin x

fonksiyonu x = 0noktasının sag̃ında ve x = π nok-

tasının solunda sınırsız oldug̃undan verilen integrali

I =

π
∫

0

| cos x |√
sin x

dx =

π
2

∫

0

| cos x |√
sin x

dx +

π
∫

π
2

| cos x |√
sin x

dx

[ikinci integralde x = π − t deg̃is.ken deg̃is.imi yapıldıg̃ında]

= 2

π
2

∫

0

| cos x |√
sin x

dx

s.eklinde yazılabilir.

π
2

∫

0

| cos x |√
sin x

dx = lim
a→0+

π
2

∫

a

d sin x√
sin x

= 2 lim
a→0+

(
√

sin x
∣

∣

∣

π
2

a
) = 2

oldug̃undan, I = 2.2 = 4 olur.

(k) x = 1
t

denirse, x = −1 ic.in t = −1, x = 0 ic.in t = −∞ ve

dx = −dt
t2

olacag̃ından,

0
∫

−1

e
1
x
dx

x3
= −

−∞
∫

−1

ett3
dt

t2
=

−1
∫

−∞

tetdt

yazılabilir.

F (t) = tet − et, (−∞,−1] aralıg̃ında sürekli tet fonksiyonunun bir ilkel

fonksiyonu oldug̃undan

−1
∫

−∞

tetdt = lim
a→−∞

(tet − et)
∣

∣

∣

−1

a
= −2e−1

bulunur. Buna göre,
0

∫

−1

e
1
x
dx

x3
= −2e−1
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dir.

(l) f(x) = e
1
x

1
x3 fonksiyonu x = 0 noktasında sınırsız oldug̃undan

verilen integrali

1
∫

−1

e
1
x
dx

x3
=

0
∫

−1

e
1
x
dx

x3
+

1
∫

0

e
1
x
dx

x3

s.eklinde yazalım. (k) ya göre birinci integral yakınsak olup deg̃eri

−2e−1 dir. İkinci integralin ıraksak oldug̃unu gösterelim.

x = 1
t

denirse, x = 1 ic.in t = 1, x = 0 ic.in t = +∞ ve dx = −dt
t2

olacag̃ından,

1
∫

0

e
1
x
dx

x3
=

+∞
∫

1

tetdt = lim
b→+∞

(tet − et)
∣

∣

∣

b

1
= +∞

bulunur. Buna göre verilen integral ıraksak olup deg̃eri +∞ dur. ¦

(3)
+∞
∫

a

f(x)dx integrali yakınsak oldug̃unda lim
x→+∞

f(x) = 0 es.itlig̃i sag̃lanır

mı?

C. özüm: Genellikle yok. Örneg̃in,

I =

+∞
∫

0

sin(x2)dx

Fresnel integralini gözönüne alalım. x2 = t denirse, x = 0 ic.in t =

0, x = +∞ ic.in t = +∞ ve dx = dt

2
√

t
olacag̃ından,

I =
1

2

+∞
∫

0

sin t√
t

dt =
1

2

1
∫

0

sin t√
t

dt +
1

2

+∞
∫

1

sin t√
t

dt

yazılabilir.

lim
t→0+

sin t√
t

= 0 oldug̃undan sag̃ taraftaki birinci integral Riemann an-

lamında mevcuttur. 1√
t
fonksiyonu [1, +∞) aralıg̃ında azalan ve lim

t→+∞
1√
t
=
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0 oldug̃undan,
b
∫

1

sin tdt = cos 1 − cos b fonksiyonu [1, +∞) aralıg̃ında

sınırlı oldug̃undan Dirichlet Testine göre sag̃ taraftaki ikinci integral

de yakınsaktır. Dolayısıyla, verilen integral yakınsaktır. Fakat, f(x) =

sin(x2) fonksiyonunun x → +∞ iken limiti yoktur.

S. imdi, J =
+∞
∫

0

x sin(x4)dx integralini gözönüne alalım. x2 = t deg̃is.ken

deg̃is.tirmesi yapıldıg̃ında, yakınsak J = 1
2

+∞
∫

0

sin(t2)dt integrali elde

edilir. Bununla beraber, f(x) = x sin(x4) fonksiyonu x → +∞ iken

sınırsızdır. ¦

(4) f, (0, 1] üzerinde monoton ve
1
∫

0

tαf(t)dt yakınsak olsun. lim
x→0+

xα+1f(x) =

0 oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: f, (0, 1] üzerinde artmayan olsun(f, (0, 1] üzerinde azal-

mayan olması durumu benzer s.ekilde incelenebilir). Her x ∈ (0, 1
2
) ic.in

x
∫

x
2

tαf(t)dt ≥ f(x)

x
∫

x
2

tαdt = Aαxα+1f(x)

oldug̃u elde edilir. Burada,

Aα =

{

1−2−1−α

1+α
, α 6= −1 ise,

ln 2, α = −1 ise

dır. Benzer s.ekilde her x ∈ (0, 1
2
) ic.in

2x
∫

x

tαf(t)dt ≤ f(x)

2x
∫

x

tαdt = Bαxα+1f(x)

oldug̃u elde edilir. Burada,

Bα =

{

2α+1−1
1+α

, α 6= −1 ise,

ln 2, α = −1 ise
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dır. Böylece, her x ∈ (0, 1
2
) ic.in

1

Bα

2x
∫

x

tαf(t)dt ≤ xα+1f(x) ≤ 1

Aα

x
∫

x
2

tαf(t)dt

oldug̃u anlas.ılır.

1
∫

0

tαf(t)dt yakınsak oldug̃undan Cauchy Testi gereg̃ince

lim
x→0+

x
∫

x
2

tαf(t)dt = lim
x→0+

2x
∫

x

tαf(t)dt = 0

olacag̃ından son es.itsizlikten lim
x→0+

xα+1f(x) = 0 oldug̃u elde edilir. ¦

(5) f, [1, +∞) üzerinde monoton ve
+∞
∫

1

tαf(t)dt yakınsak olsun. lim
x→+∞

xα+1f(x) =

0 oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: x = 1
t

denirse, x = 1 ic.in t = 1, x = +∞ ic.in t = 0 ve

dx = d(1
t
) olacag̃ından,

+∞
∫

1

xαf(x)dx =

1
∫

0

1

tα
f(

1

t
)d(

1

t
)

oldug̃u elde edilir. Buna göre, Problem (4) gereg̃ince

lim
t→0+

(
1

t
)α+1f(

1

t
) = lim

x→+∞
xα+1f(x) = 0

olur. ¦

(6) As.ag̃ıdaki integrallerin karakterini inceleyiniz.
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(a)
+∞
∫

1

cos2 5x
3√

x4+1
dx ; (b)

+∞
∫

1

xdx
x3+cos x

;

(c)
+∞
∫

0

x3+7
x5−x2+2

dx ; (d)
+∞
∫

0

xdx
5√1+x9

;

(e)
+∞
∫

0

sin2 x
x

dx ; (f)
+∞
∫

0

xdx√
e2x−1

;

(g)
+∞
∫

1

ln x

x
√

x2−1
dx ; (h)

+∞
∫

0

sin
√

x√
x(a+x)

dx (a > 0) ;

(i)
+∞
∫

0

x2 sin(ex)dx ; (j)
+∞
∫

1

dx
xp lnq x

(p, q ∈ R) ;

(k)
+∞
∫

a

xpe−axdx (p > 0, a > 0) ; (l)
+∞
∫

0

xpe−ax cos xdx (a > 0, p > 0) ;

(m)
+∞
∫

a

esin x sin 2x
xp dx (a > 0, p > 0) ; (n)

+∞
∫

a

| ln x |p sin x
x

dx (a > 0, p > 0) ;

(o)
+∞
∫

a

sin(x+x2)
xp dx, (a > 0, p > 0) ; (p)

+∞
∫

0

dx
xp+xq ;

(r)
+∞
∫

−∞

dx
|x−a1|α1 .|x−a2|α2 ···|x−an|αn

(−∞ < a1 < a2 < · · · < an < +∞) .

C. özüm: (a) [1, +∞) aralıg̃ında

0 ≤ cos2 5x
3
√

x4 + 1
<

1
3
√

x4

es.itsizlig̃i sag̃landıg̃ına ve
+∞
∫

1

dx
3√

x4
integrali yakınsak oldug̃una göre (p =

4
3

> 1) Kars.ılas.tırma Testi (Bkz. Teorem 7.2.2(a)) gereg̃i verilen inte-

gral de yakınsaktır.

(b) x → +∞ iken x
x3+cos x

∼ 1
x2 ve

+∞
∫

1

dx
x2 integrali yakınsak oldug̃undan

(p = 2 > 1) Özel Kars.ılas.tırma Testi (Bkz. Teorem 7.2.6(a)) gereg̃i ver-

ilen integral de yakınsaktır.

(c) x → +∞ iken x3+7
x5−x2+2

∼ 1
x2 ve

+∞
∫

1

dx
x2 integrali yakınsak oldug̃undan

(b) de oldug̃u gibi verilen integral yakınsaktır.
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(d) Verilen integrali

+∞
∫

0

xdx
5
√

1 + x9
=

1
∫

0

x
5
√

1 + x9
dx +

+∞
∫

1

x
5
√

1 + x9
dx

s.eklinde yazalım. Sag̃ taraftaki birinci integral Riemann anlamında

mevcut, ikinci integral ise ıraksak oldug̃undan (C. ünkü, x → +∞ iken

x
5√1+x9

∼ 1
5√

x4
ve

+∞
∫

1

dx
5√

x4
integrali ıraksaktır (p = 4

5
< 1)) verilen integral

ıraksaktır.

(e) Verilen integrali

+∞
∫

0

sin2 x

x
dx =

1
∫

0

sin2 x

x
dx +

+∞
∫

1

sin2 x

x
dx

s.eklinde yazalım. lim
x→0+

sin2 x
x

= 0 oldug̃undan sag̃ taraftaki birinci inte-

gral Riemann anlamında mevcuttur. İkinci integralin ıraksak, dolayısıyla,

verilen integralin ıraksak oldug̃unu gösterelim.

lim
b→+∞

b
∫

1

dx

x
= lim

b→+∞
ln b = +∞

ve Dirichlet Testine göre
+∞
∫

1

cos 2x
x

dx =
+∞
∫

2

cos t
t

dt integrali yakınsak

oldug̃undan (Bkz. Örnek 7.2.14(a))

1
∫

0

sin2 x

x
dx =

1

2

1
∫

0

1 − cos 2x

x
dx

=
1

2
lim

b→+∞
(

b
∫

1

dx

x
−

b
∫

1

cos 2x

x
dx) = +∞

olur. Buna göre
+∞
∫

1

sin2 x
x

dx integrali ıraksaktır.
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(f) Verilen integrali

+∞
∫

0

xdx√
e2x − 1

=

1
∫

0

xdx√
e2x − 1

+

+∞
∫

1

xdx√
e2x − 1

s.eklinde yazalım. lim
x→0+

x√
e2x−1

= 0 oldug̃undan sag̃ taraftaki birinci in-

tegral Riemann anlamında mevcuttur. Herhangi p > 1 sayısı ic.in

lim
x→+∞

xp x√
e2x − 1

= lim
x→+∞

1√
e2xx−(2p+2) − x−(2p+2)

= 0

ve
+∞
∫

1

dx
xp integrali yakınsak oldug̃undan Teorem 7.2.7(a)ya göre sag̃

taraftaki ikinci integral yakınsaktır. Buna göre, verilen integralin yakınsak

oldug̃u anlas.ılır.

(g) (f) ye benzer olarak verilen integralin yakınsak oldug̃u gösterilebilir.

(h) ∀x ∈ (0, 1] ic.in
∣

∣

∣

sin
√

x√
x(a+x)

∣

∣

∣
≤ 1

a
√

x
ve ∀x ∈ [1, +∞) ic.in

∣

∣

∣

sin
√

x√
x(a+x)

∣

∣

∣
≤

1√
x3

oldug̃undan ve
1
∫

0

dx√
x
, (p = 1

2
< 1),

+∞
∫

1

dx√
x3

, (p = 3
2

> 1) in-

tegralleri yakınsak oldug̃undan Teorem 7.2.11 gereg̃ince
1
∫

0

sin
√

x√
x(a+x)

dx

ve
+∞
∫

1

sin
√

x√
x(a+x)

dx integrallerinin, dolayısıyla, verilen integralin yakınsak

oldug̃u anlas.ılır.

(i) ex = t denirse, x = 0 ic.in t = 1, x = +∞ ic.in t = +∞ ve dx = dt
t

olacag̃ından
+∞
∫

0

x2 sin(ex)dx =

+∞
∫

1

ln2 t

t
sin tdt

yazılır.

L.Hospital kuralına göre,

lim
t→+∞

ln2 t

t
= 2 lim

t→+∞

ln t

t
= 2 lim

t→+∞

1

t
= 0

bulunur. Öte yandan, ∀t ∈ [e2, +∞) ic.in
(

ln2 t
t

)′
= (2−ln t) ln t

t2
< 0

oldug̃una göre ln2 t
t

fonksiyonu t → +∞ iken azalan ve limiti de sıfır
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olan bir fonksiyondur. F (b) =
b
∫

1

sin tdt = cos 1 − cos b, b ∈ [1, +∞)

fonksiyonu sınırlı oldug̃undan Dirichlet Testine göre
+∞
∫

1

ln2 t
t

sin tdt in-

tegrali ve dolayısıyla, verilen integral yakınsaktır.

Benzer olarak,
+∞
∫

0

x2 cos(ex)dx integralinin de yakınsak oldug̃u

gösterilebilir.

(j) ln x = t denirse, x = 1 ic.in t = 0, x = +∞ ic.in t = +∞ ve

dx = etdt olacag̃ından

+∞
∫

1

dx

xp lnq x
=

+∞
∫

0

e(1−p)t

tq
dt

yazılır. Sag̃ taraftaki integrali

I =

+∞
∫

0

e(1−p)t

tq
dt =

1
∫

0

e(1−p)t

tq
dt +

+∞
∫

1

e(1−p)t

tq
dt = I1 + I2

s.eklinde yazalım.

p ∈ R ve q ≤ 0 oldug̃unda I1 integrali Riemann anlamında mevcuttur.

p ∈ R ve q > 0 oldug̃unda ise t → 0+ iken e(1−p)t

tq
∼ 1

tq
dır. O halde,

Teorem 7.2.7 gereg̃ince I1 integrali q < 1 ic.in yakınsak q ≥ 1 ic.in

ıraksaktır.

S. imdi I2 integralinin karakterini inceliyelim. p > 1 ise ∀q ∈ R ve

∀α > 1 ic.in

lim
t→+∞

tα
e(1−p)t

tq
= lim

t→+∞

tα−q

e(p−1)t
= 0

oldug̃una göre Teorem 7.2.7(a) gereg̃ince I2 integrali yakınsaktır. p ≤ 1

ic.in I2 integrali ıraksaktır.

Böylece, I integrali yalnızca q < 1 ve p > 1 ic.in yakınsaktır.

(k) Her bir λ > 1 sayısı ic.in

lim
x→+∞

xpe−ax

1
xλ

= lim
x→+∞

xp+λ

eax
= 0
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ve
+∞
∫

a

dx
xλ , (a > 0, λ > 1) integrali yakınsak oldug̃una göre Teorem

7.2.7(a) gereg̃ince verilen integral yakınsaktır.

(l) Verilen integrali

+∞
∫

0

xpe−ax cos xdx =

a
∫

0

xpe−ax cos xdx +

+∞
∫

a

xpe−ax cos xdx

s.eklinde yazalım. xpe−ax cos x fonksiyonu [0, a] aralıg̃ında sürekli oldug̃una

göre sag̃ taraftaki birinci integral Riemann anlamında yakınsaktır.

Her bir x ∈ [a, +∞) ic.in | xpe−ax cos x |≤ xpe−ax ve (k) ya göre
+∞
∫

a

xpe−axdx integrali yakınsak oldug̃undan Teorem 7.2.7(a) gereg̃ince

+∞
∫

a

xpe−ax cos xdx integrali ve dolayısıyla, verilen integral yakınsaktır.

Benzer olarak,
+∞
∫

0

xpe−ax sin dx integralinin de yakınsak oldug̃u gösterilebilir.

(m) g(x) = 1
xp ve f(x) = esin x sin 2x olsun. g(x), [a, +∞) aralıg̃ında

azalan ve x → +∞ iken limiti sıfır olan bir fonksiyon oldug̃u ac.ıktır.

Her bir b > a ic.in

| F (b) |=
∣

∣

∣

b
∫

a

f(x)dx
∣

∣

∣
= 2

∣

∣

∣

sin b
∫

0

tetdt
∣

∣

∣
< 2e

oldug̃undan, Dirichlet Testine göre verilen integral yakınsaktır.

(n) f(x) = sin x ve g(x) =| ln x |p 1
x

olsun. Yeteri kadar büyük x ler

ic.in (yani x > ep ic.in)

g′(x) =
(ln x)p−1

x2
(p − ln x) < 0

oldug̃undan, g(x) azalan ve x → +∞ iken limiti sıfır olan fonksiyon-

dur.Her bir b > a ic.in

| F (b) |=
∣

∣

∣

b
∫

a

f(x)dx
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
cos a − cos b

∣

∣

∣
< 2
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oldug̃undan, Dirichlet Testine göre verilen integral yakınsaktır.

(o) f(x) = sin(x + x2) ve g(x) = 1
xp olsun. Her bir b > a ic.in

b
∫

a

sin(x + x2)dx

[t = x + x2 denirse, x = a ic.in t = a + a2, x = b ic.in t = b + b2 ve

dx = dt
1+2x

= dt√
1+4t

olacag̃ından]

=

b+b2
∫

a+a2

sin t√
1 + 4t

dt

olur.
+∞
∫

a+a2

sin t√
1+4t

dt integrali Dirichlet Testine göre yakınsak oldug̃undan

son es.itlikten lim
b→+∞

b
∫

a

sin(x+x2)dx limitinin var ve sonlu oldug̃u anlas.ılır.

Buna göre, F (b) =
b
∫

a

sin(x+x2)dx, b → +∞ iken sınırlıdır. g(x), [a, +∞)

aralıg̃ında azalan ve lim
x→+∞

g(x) = 0 oldug̃undan, Dirichlet Testine göre

verilen integral yakınsaktır.

(p) p = q ise verilen integralin ıraksak oldug̃u ac.ıktır. p < q olsun.

Verilen integrali

I1 =

1
∫

0

dx

xp + xq
, I2 =

+∞
∫

1

dx

xp + xq

olmak üzere

I =

+∞
∫

0

dx

xp + xq
= I1 + I2

s.eklinde yazalım. 1
xp+xq = 1

xp(1+xq−p)
ve lim

x→0+
xq−p = 0 oldug̃undan p > 0

ic.in x → 0+ iken 1
xp+xq ∼ 1

xp oldug̃u ac.ıktır. p ≤ 0 ic.in I1 integrali

Riemann anlamında mevcuttur. Böylece, Teorem 7.2.6 gereg̃ince I1

integrali p < 1 ic.in yakınsak p ≥ 1 ic.in de ıraksaktır.
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x → +∞ iken 1
xp+xq = 1

xq(1+xq−p)
= 0( 1

xq ) oldug̃undan I2 integrali q > 1

ic.in yakınsak, q ≤ 1 ic.inde ıraksaktır.

Böylece, p < q oldug̃u durumda I integrali her p < 1 ve her q > 1 ic.in

yakınsaktır. p > q durumunda benzer olarak, I integrali her p > 1 ve

her q < 1 ic.in yakınsaktır. Her iki durumun birles.mesi sonucunda I

integralinin min{p, q} < 1 ve max{p, q} > 1 ic.in yakınsak oldug̃u elde

edilir.

(q) f(x) =| x − a1 |−α1 . | x − a2 |−α2 · · · | x − an |−αn , ck ∈
(ak, ak+1), k = 1, 2, · · · , n − 1, c0 ∈ (−∞, a1) ve cn = (an, +∞) olsun.

x → ak iken f(x) = 0(| x − ak |−αk) oldug̃undan,
ak
∫

ck−1

f(x)dx, k =

1, 2, · · · , n ve
ck
∫

ak

f(x)dx, k = 1, 2, · · · , n integralleri αk < 1 ic.in, | x |

ø + ∞ iken f(x) = 0(| x |−α1−α2−···−αn) oldug̃undan,
c0
∫

−∞
f(x)dx ve

+∞
∫

cn

f(x)dx integralleri α1 + α2 + · · ·+ αn > 1 ic.in yakınsaktır. Böylece

verilen integral, yalnız ve yalnız α1 < 1, α2 < 1, · · · , αn < 1, α1 +α2 +

· · · + αn > 1 kos.ulları sag̃landıg̃ında yakınsaktır.

Özel olarak
+∞
∫

−∞

dx
|x−a|α , (a ∈ R) integrali α nın hic.bir deg̃erinde yakınsak

deg̃ildir. Her α ∈ R ic.in

b
∫

−∞

dx

(b − x)α
ve

+∞
∫

a

dx

(x − a)α

integralleride ıraksaktır. ¦

(7) As.ag̃ıdaki integrallerin yakınsaklıg̃ını inceleyiniz.

(a)
8
∫

1

dx

x2 + 3
√

x
; (b)

2
∫

0

√

16 + x4

16 − x4
dx ;

(c)
1
∫

0

dx
5
√

1 − x10
; (d)

1
∫

0

dx

(1 − x3)α
, (0 < α < 1) ;
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(e)
2
∫

1

(2 − x)αdx

x3 − 3x2 + 4
(α > 1) ; (f)

π
∫

0

dx
3√sin x

;

(g)

π
2
∫

0

sin(
1

cos x
)
dx√

x
; (h)

2
∫

0

√
xdx

esin x − 1
;

(i)
1
∫

0

dx

arccos x
; (j)

π
∫

0

1 − cos x

xα
dx ;

(k)

π
2
∫

0

dx

sinp x cosq x
; (l)

π
2
∫

0

ln(sin x)√
x

dx ;

(m)
1
∫

0

xn

√
1 − x4

dx ; (n)
1
∫

0

xp lnq 1

x
dx ;

(o)
1
∫

0

dx
3
√

x(ex − e−x)
dx ; (p)

1
∫

0

ln x√
1 − x2

dx ;

(q)
1
∫

0

√
e2 + x2 − ecos x

xα
dx; (r)

π
2
∫

0

ecos x −
√

1 + 2 cos x√
cos5 x

dx .

C. özüm: (a) f(x) =
1

x2 + 3
√

x
fonksiyonu 0 noktasının sag̃ında

sınırsızdır. x → 0+ iken f(x) ∼ 1
3
√

x
ve

1
∫

0

dx
3
√

x
integrali yakınsak

oldug̃undan (Bkz. Örnek 7.1.6,p =
1

3
< 1) verilen integral yakınsaktır.

(b) f(x) =

√

16 + x4

16 − x4
fonksiyonu 2 noktasının solunda sınırsızdır.

x → 2− iken f(x) ∼ 1√
2 − x

ve
2
∫

0

dx√
2 − x

integrali yakınsak oldug̃undan

(Bkz. Örnek 7.1.6,p =
1

2
< 1) verilen integral yakınsaktır.

(c) f(x) =
1

5
√

1 − x10
fonksiyonu 1 noktasının solunda sınırsızdır. x →

1− iken f(x) ∼ 1√
1 − x

ve
1
∫

0

dx√
1 − x

integrali yakınsak oldug̃undan

(Bkz. Örnek 7.1.6,p =
1

2
< 1) verilen integral yakınsaktır.

(d) f(x) =
1

(1 − x3)α
fonksiyonu 1 noktasının solunda sınırsızdır.

x → 1− iken f(x) ∼ 1

(1 − x)α
ve

1
∫

0

dx

(1 − x)α
integrali yakınsak oldug̃undan
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(0 < α < 1) verilen integral yakınsaktır.

(e) f(x) =
(2 − x)α

x3 − 3x2 + 4
=

(2 − x)α

(2 − x)2(x + 1)
=

1

(x + 1)(2 − x)2−α
fonksiy-

onu 2 noktasının solunda sınırsızdır. x → 2− iken f(x) ∼ 1

(2 − x)2−α

ve
2
∫

0

dx

(2 − x)2−α
integrali yakınsak oldug̃undan (p = 2 − α < 1) verilen

integral yakınsaktır.

(f) f(x) =
1

3
√

sin x
fonksiyonu 0 noktasının sag̃ında ve π noktasının

solunda sınırsızdır. x → 0+ iken f(x) ∼ 1
3√x

ve x → π− iken f(x) ∼

1
3√π−x

oldug̃u ac.ıktır.

π
2
∫

0

dx
3
√

x
ve

π
∫

π
2

dx
3
√

π − x
integralleri yakınsak oldug̃undan

Teorem 7.2.7 gereg̃ince verilen

π
∫

0

dx
3
√

sin x
=

π
2

∫

0

dx
3
√

sin x
+

π
∫

π
2

dx
3
√

sin x

integrali yakınsaktır.

(g) f(x) = sin(
1

cos x
)

1√
x

fonksiyonu 0 noktasının sag̃ında sınırsızdır.

Verilen integrali

I =

π
2

∫

0

f(x)dx =

π
4

∫

0

f(x)dx +

π
2

∫

π
4

f(x)dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) ∼ 1√
x

ve

π
4
∫

0

dx√
x

integrali yakınsak

oldug̃undan I1 integrali yakınsaktır.

t =
1

cos t
denirse, x =

π

4
ic.in t =

√
2, x =

π

2
ic.in t = +∞ ve dx =

dt

t2
√

1 − t2
olacag̃ından,

I2 =

+∞
∫

√
2

sin t

t2
√

1 − t2

√

arccos(
1

t
)

dt
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yazılabilir. t → +∞ iken g(x) =
sin t

t2
√

1 − t2

√

arccos(
1

t
)

= 0(
1

t3
) ve

+∞
∫

√
2

dt

t3
yakınsak oldug̃undan I2 integrali de yakınsaktır.

(h) f(x) =

√
x

esin x − 1
fonksiyonu 0 noktasının sag̃ında sınırsızdır. x →

0+ iken f(x) =
sin x

esin x − 1
.

√
x

sin x
∼ 1√

x
ve

2
∫

0

dx√
x

integrali yakınsak

oldug̃undan, (p =
1

2
< 1) verilen integral yakınsaktır. (Bkz. Teo-

rem 7.2.7).

(i) arccos x = t denirse, x = 0 ic.in t =
π

2
, x = 1 ic.in t = 0 ve

dx = − sin tdt olacag̃ından,

1
∫

0

dx

arccos x
=

π
2

∫

0

sin t

t
dt

olur. lim
t→0+

sin t

t
= 1 oldug̃undan

π
2
∫

0

sin t

t
dt integrali Riemann anlamında

mevcuttur. Dolayısıyla, verilen integral yakınsaktır.

(j) α ≤ 0 iken f(x) =
1 − cos x

xα
fonksiyonu [0, π] aralıg̃ında sürekli

oldug̃undan verilen integral α ≤ 0 ic.in yakınsaktır. α > 0 olsun. x →

0+ iken f(x) =
2 sin2 x

2
xα

∼ 1

2xα−2
ve

π
∫

0

dx

xα−2
integrali α − 2 < 1 ic.in

yakınsak ve α ≥ 1 ic.in ıraksak oldug̃undan Teorem 7.2.7 den dolayı

verilen integral 0 < α < 3 ic.in yakınsak, α ≥ 3 ic.in ıraksak olacaktır.

Dolayısıyla, verilen integral α < 3 ic.in yakınsaktır.

(k) f(x) =
1

sinp x cosq x
olsun. Verilen integrali

I =

π
2

∫

0

f(x)dx =

π
4

∫

0

f(x)dx +

π
2

∫

π
4

f(x)dx = I1 + I2
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s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) ∼ 1

xp
ve

π
4
∫

0

dx

xp
integrali q ne

olursa olsun p < 1 ic.in yakınsak ve p ≥ 1 ic.in ıraksaktır. x → π

2
iken

f(x) ∼ 1

(
π

2
− x)q

ve

π
2
∫

π
4

dx

(
π

2
− x)q

integrali p ne olursa olsun q < 1 ic.in

yakınsak ve q ≥ 1 ic.in ıraksaktır. Dolayısıyla, verilen integral p < 1 ve

q < 1 ic.in yakınsaktır.

(l) Herhangi
1

2
< p < 1 sayısı ic.in

lim
x→0+

xp ln(sin x)√
x

= lim
x→0+

ln(sin x)

x
1
2
−p

= lim
x→0+

cot x

(
1

2
− p)x

−p−
1

2

= lim
x→0+

x
p+

1

2

(
1

2
− p) tan x

= lim
x→0+

x
p+

1

2

(
1

2
− p)x

[p +
1

2
> 1 oldug̃undan] = 0

olur.
1

2
< p < 1 ic.in

π
2
∫

0

dx

xp
yakınsak oldug̃undan Teorem 7.2.7 den

dolayı verilen integral yakınsaktır.

(m) f(x) =
xn

√
1 − x4

olsun. Verilen integrali

I =

1
∫

0

f(x)dx =

1
2

∫

0

f(x)dx +

1
∫

1
2

f(x)dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) ∼ x ve

1
2
∫

0

xndx integrali n > −1 ic.in

yakınsak ve n ≤ −1 ic.in ıraksak oldug̃undan Teorem 7.2.7 gereg̃ince I1

integrali n > −1 ic.in yakınsak,n ≤ −1 ic.in ıraksaktır.

x → 1− iken f(x) ∼ 1

2
√

1 − x
ve

1
∫

1
2

dx√
1 − x

integrali yakınsak oldug̃undan
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I2 integrali yakınsaktır. Dolayısıyla, verilen integral n > −1 ic.in

yakınsaktır.

(n) x =
1

t
denirse, x = 0 ic.in t = +∞, x = 1 ic.in t = 1 ve dx = −dt

t2
olacag̃ından,

1
∫

0

xp lnq 1

x
dx =

+∞
∫

1

dt

tp+2 ln−q t

yazılır. Problem 6 (j) den dolayı bu integral p + 2 > 1 ve −q < 1, yani

p > −1 ve q > −1 ic.in yakınsaktır.

(o) f(x) =
1

3
√

x(ex − e−x)
fonksiyonu 0 noktasının sag̃ında sınırsızdır.

x → 0+ iken f(x) ∼ 1

x
2
3

ve
1
∫

0

dx

x
2
3

integrali yakınsak oldug̃undan verilen

integral yakınsaktır.

(p) lim
x→1−

ln x√
1 − x2

= 0 oldug̃undan f(x) =
ln x√
1 − x2

fonksiyonu x = 1

noktasında sınırlıdır. Herhangi 0 < p < 1 ic.in lim
x→0+

xp
ln x√
1 − x2

= 0

ve
1
∫

0

dx

xp
yakınsak oldug̃undan Teorem 7.2.7 den dolayı verilen integral

yakınsaktır.

(q) α ≤ 0 ic.in f(x) =

√
e2 + x2 − ecos x

xα
fonksiyonu x = 0 noktasında

sınırlıdır. α > 0 ic.in x → 0+ iken

f(x) =
1

xα
(
√

e2 + x2 − e + e − ecos x)

=
1

xα

( x2

√
e2 + x2 + e

+ e(1 − ecos x−1)
)

∼ 1

xα−2

ve
1
∫

0

dx

xα−2
integrali α < 3 ic.in yakınsak oldug̃undan α < 3 ic.in verilen

integral yakınsaktır.

(r)
π

2
−x = t denirse, x = 0 ic.in t =

π

2
, x =

π

2
ic.in t = 0 ve dx = −dt
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olacag̃ından,

π
2

∫

0

ecos x −
√

1 + 2 cos x√
cos5 x

dx =

π
2

∫

0

esin t −
√

1 + 2 sin t√
sin5 t

dt

olur. t → 0+ iken

esin t −
√

1 + 2 sin t√
sin5 t

=
e2 sin t − (1 + 2 sin t)

[e2 sin t + (1 + 2 sin t)]
√

sin5 t
∼ 1√

t

ve

π
2
∫

0

1√
t

yakınsak oldug̃undan, verilen integral yakınsaktır. ¦

(8) As.ag̃ıdaki integralleri yakınsak yapan p ve q deg̃erlerini bulunuz.

(a)
1
∫

0

xp(1 − x)qdx ; (b)
+∞
∫

−∞
| x − 1 |p| x + 1 |q dx ;

(c)
+∞
∫

0

xp

1 + xq
dx ; (d)

+∞
∫

2

lnp x

3
√

x2 arctanq(
1

x
)
dx ;

(e)
+∞
∫

0

xp−1e−xdx ; (f)
+∞
∫

0

xp arctan x

2 + xq
, (p ≥ 0) ;

(g)
+∞
∫

e

lnp x

(e
1

x2 − 1)q
dx ; (h)

+∞
∫

0

epxdx

( 3
√

x + 1 − 1)q sinq x

x + 1

.

C. özüm: (a) f(x) = xp(1 − x)q fonksiyonu p < 0 ic.in 0 noktasının

sag̃ında, q < 0 ic.in 1 noktasının solunda sınırsız oldug̃undan verilen

integrali

I =

1
∫

0

f(x)dx =

1
2

∫

0

f(x)dx +

1
∫

1
2

f(x)dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) ∼ xp ve

1
2
∫

0

xpdx integrali p > −1

ic.in yakınsaktır. Buna göre, q ne olursa olsun p > −1 ic.in I1 integrali

yakınsaktır.
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Benzer s.ekilde p ne olursa olsun q > −1 ic.in I2 integrali yakınsak oldug̃u

gösterilir. Böylece verilen integral yalnız ve yalnız p > −1 ve q > −1

ic.in yakınsaktır.

(b) f(x) =| x − 1 |p| x + 1 |q olsun. −∞, −1, 1 ve +∞ noktaları

singüler noktalar olabileceg̃inden verilen integrali

I =

+∞
∫

−∞

f(x)dx =

−2
∫

−∞

f(x)dx +

0
∫

−2

f(x)dx +

2
∫

0

f(x)dx +

+∞
∫

2

f(x)dx

= I1 + I2 + I3 + I4

s.eklinde yazalım. | x |→ +∞ iken f(x) ∼| x |p+q ve
−2
∫

−∞
| x |p+q

dx,
+∞
∫

2

| x |p+q dx integralleri p + q < −1 ic.in yakınsak olduklarından

I1 ve I4 integralleri p + q < −1 ic.in yakınsaktır.

x → −1 iken f(x) ∼ 2p | x + 1 |q ve
0
∫

−2

| x + 1 |q dx integrali p ne

olursa olsun q > −1 ic.in yakınsak oldug̃undan I2 integrali her p ∈ R

ve q > −1 ic.in yakınsaktır. Benzer olarak her q ∈ R ve p > −1 ic.in I3

integralinin yakınsak oldug̃u gösterilebilir.

Böylece verilen integral p > −1, q > −1 ve p+q < −1 ic.in yakınsaktır.

(c) f(x) =
xp

1 + xq
, (q ≥ 0) olsun. f, p < 0 ic.in 0 noktasının sag̃ında

sınırsız oldug̃undan verilen integrali

I =

+∞
∫

0

f(x)dx =

1
∫

0

f(x)dx +

+∞
∫

1

f(x)dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) ∼ xp ve
1
∫

0

xpdx integrali p > −1

ic.in yakınsak oldug̃undan I1 integrali p > −1 ic.in yakınsaktır. x → +∞
iken f(x) ∼ xp−q ve

+∞
∫

1

xp−qdx integrali p − q < −1 ic.in yakınsak

oldug̃undan I2 integrali p − q < −1 ic.in yakınsaktır. Dolayısıyla, ver-

ilen integral p > −1, q − p > −1 ic.in yakınsaktır.
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(d) x → +∞ iken f(x) =
lnp x

3
√

x2 arctanq(
1

x
)
∼ lnp x

x
2
3
−q

= g(x) oldug̃undan

I =
+∞
∫

2

f(x)dx ve I1 =
+∞
∫

2

g(x)dx integrallerinin karakterleri aynıdır.

q < −1

3
olsun. Bu durumda, ∀p ∈ R ve ∀ε ∈ (0,−1

3
− q) ic.in

lim
x→+∞

lnp x

xε
= 0 oldug̃undan ∀x ∈ [b0, +∞) ic.in 0 <

lnp x

xε
< 1 ola-

cak s.ekilde b0 > 2 sayısı vardır. Buna göre ∀x ∈ [b0, +∞) ic.in

g(x) =
1

x
2
3
−q−ε

lnp x

xε
<

1

x
2
3
−q−ε

ve
∞
∫

b0

dx

x
2
3
−q−ε

yakınsak oldug̃undan I1 integrali yakınsaktır. Dolayısı ile,

∀p ∈ R ve ∀q < −1

3
ic.in verilen integral yakınsaktır.

q = −1

3
olsun. Bu durumda,

I1 =

∞
∫

2

1

x
lnp xdx =

∞
∫

2

lnp xd(ln x) = lim
b→+∞

b
∫

2

lnp xd(ln x)

= lim
b→+∞











lnp+1 x − lnp+1 2

p + 1

∣

∣

∣

b

2
, p + 1 6= 0 ise,

ln(ln x)
∣

∣

∣

b

2
, p + 1 = 0 ise

=







− lnp+1 2

p + 1
, p < −1,

+∞, p ≥ −1

olur. Buradan, I integralinin q = −1

3
ve ∀p < −1 ic.in yakınsak oldug̃u

anlas.ılır.

q > −1

3
oldug̃unda verilen integralin ∀p ∈ R ic.in ıraksak oldug̃u ac.ıktır.

Böylece, verilen integral ∀p ∈ R, ∀q < −1

3
ve ∀p < −1, ∀q = −1

3
ic.in

yakınsaktır.
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(e) +∞ ve 0, (p < 1 ic.in) singüler noktalar oldug̃undan verilen inte-

grali

I =

+∞
∫

0

xp−1e−xdx =

1
∫

0

xp−1e−xdx +

+∞
∫

1

xp−1e−xdx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) = xp−1e−x ∼ xp−1 ve
1
∫

0

xp−1dx inte-

grali p > 0 ic.in yakınsak oldug̃undan, p > 0 ic.in I1 integrali yakınsaktır.

Her λ > 1 ve her p ∈ R ic.in

lim
x→+∞

xλxp−1e−xdx = lim
x→+∞

xλ+p−1

ex
= 0

ve
+∞
∫

1

dx

xλ
yakınsak oldug̃undan I2 integrali her p ∈ R ic.in yakınsaktır.

Buna göre, verilen integral p > 0 ic.in yakınsaktır.

(f) +∞ ve 0, (p < −1 ic.in) singüler noktalar oldug̃undan f(x) =
xp arctan x

2 + xq
olmak üzere verilen integrali

I =

+∞
∫

0

f(x)dx =

1
∫

0

f(x)dx +

+∞
∫

1

f(x)dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken f(x) ∼ 1

2
xp+1 ve

1
∫

0

xp+1dx integrali

p > −2 ic.in yakınsak oldug̃undan, p > −2 ic.in I1 integrali yakınsaktır.

x → +∞ iken f(x) ∼ 1

xq−p
ve

+∞
∫

1

dx

xq−p
, q − p > 1 ic.in yakınsak

oldug̃undan I2 integrali her q − p > 1 ic.in yakınsaktır.

Böylece, verilen integral p > −2 ve q − p > 1 oldug̃unda yakınsaktır.

(g) x → +∞ ic.in f(x) =
lnp x

(e
1

x2 − 1)q
∼ lnp x

x−2q
oldug̃undan I =

+∞
∫

e

f(x)dx

ve I1 =
+∞
∫

e

lnp x

x−2q
dx integrallerinin karakterleri aynıdır.



902 C. özümlü Problemler

q < −1

2
olsun. p ne olursa olsun her 0 < ε < −2q−1 ic.in lim

x→+∞

lnp x

xε
=

0 oldug̃undan ∀x ∈ [b0, +∞) ic.in
lnp x

xε
< 1 olacak s.ekilde bir b0 > e

sayısı vardır. ∀p ∈ R ve ∀x ∈ [b0, +∞) ic.in
lnp x

x−2q
=

1

x−2q−ε
.
lnp x

xε
<

1

x−2q−ε
ve

+∞
∫

b0

dx

x−2q−ε
integrali yakınsak oldug̃undan I1 integrali p ne

olursa olsun q < −1

2
ic.in yakınsaktır.

q = −1

2
olsun. Bu durumda,

I1 =

∞
∫

e

lnp

x
dx = lim

b→+∞

b
∫

e

lnp xd(ln x)

= lim
b→+∞











lnp+1 x

p + 1

∣

∣

∣

b

e
, p 6= −1 ise,

ln(ln x)
∣

∣

∣

b

e
, p = −1 ise

=







+∞, p ≥ −1 ise,

− 1

p + 1
, p < −1 ise

oldug̃undan I integrali q = −1

2
ve p < −1 ic.in yakınsaktır.

Böylece, verilen integral ∀p ∈ R, q < −1

2
ve ∀p < −1, ∀q = −1

2
ic.in

yakınsaktır.

(h) 0 ve +∞ singüler noktalar oldug̃undan f(x) =
epx

( 3
√

x + 1 − 1)q sinq x

x + 1
olmak üzere verilen integrali

I =

+∞
∫

0

f(x)dx =

1
∫

0

f(x)dx +

+∞
∫

1

f(x)dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım. x → 0+ iken sin
x

x + 1
∼ x

x + 1
∼ x ve

3
√

x + 1 − 1 =
x

3
√

(x + 1)2 + 3
√

x + 1 + 1
∼ x

3
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oldug̃undan p ne olursa olsun x → 0+ iken f(x) ∼ 1

x2q
ve

1
∫

0

dx

x2q
integrali

q <
1

2
ic.in yakınsak oldug̃undan ∀p ∈ R ve ∀q <

1

2
ic.in I1 integrali

yakınsaktır.

x → +∞ iken f(x) ∼ epx

x
q

3

ve
+∞
∫

1

epx

x
q

3

dx integrali p < 0 ic.in yakınsak

oldug̃undan I2 integrali q <
1

2
, p < 0 ic.in yakınsaktır.

Böylece, verilen integral p < 0, q <
1

2
ic.in yakınsaktır. ¦

(9) As.ag̃ıdaki integrallerin mutlak ya da kos.ullu yakınsak olup olmadıg̃ını

aras.tırınız.

(a)
+∞
∫

1

sin x

xp
dx ; (b)

+∞
∫

0

√
x cos x

x + 100
dx ;

(c)
+∞
∫

1

sin(
sin x√

x
)
dx√

x
; (d)

+∞
∫

0

sin(x2)dx ;

(e)
+∞
∫

1

(1 − e
sin x

x )
√

xdx ; (f)
+∞
∫

2

(1 + x)p sin x

ln x
dx, (p ≤ 0) ;

(g)
+∞
∫

1

x − [[ x ]] − p

x
dx ; (h)

+∞
∫

0

xp sin(xq)dx (q 6= 0) ;

(i)
+∞
∫

0

xp sin x

1 + xq
dx, (q ≥ 0) .

C. özüm: (a) p > 1 olsun. ∀x ∈ [1, +∞) ic.in
∣

∣

∣

sin x

xp

∣

∣

∣
≤ 1

xp
ve

+∞
∫

1

1

xp
dx yakınsak oldug̃undan verilen integral yakınsaktır.

0 < p ≤ 1 olsun. f(x) = sin x ve g(x) =
1

xp
diyelim. ∀b > 1

ic.in F (b) =
b
∫

1

sin xdx = cos 1 − cos b fonksiyonu [1, +∞) üzerinde

sınırlı ve g(x), [1, +∞) üzerinde azalan (∀x ∈ [1, +∞) ic.in g′(x) =

− p

xp+1
< 0 oldug̃undan) ve lim

x→+∞
g(x) = 0 oldug̃undan Dirichlet Tes-

tine göre verilen integral yakınsaktır. Bu durumda, integralin mutlak

yakınsamadıg̃ını gösterelim.
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Önce, p ≤ 1 ic.in I1 =
+∞
∫

1

sin2 x

xα
dx integralinin ıraksak oldug̃unu gösterelim.

b0 ∈ (1, +∞) olsun. nπ > b0 olacak s.ekilde bir n ∈ N sayısını bulalım.

O halde b1 = nπ ve b2 = 2nπ sayıları ic.in

∣

∣

∣

b2
∫

b1

sin2 x

xα
dx

∣

∣

∣
=

2nπ
∫

nπ

sin2 x

xα
dx

≥
2nπ
∫

nπ

sin2 x

x
dx ≥ 1

2nπ

2nπ
∫

nπ

sin2 xdx

=
1

2nπ

nπ

2
=

1

4

olur. Böylece, ε =
1

4
sayısı verildig̃inde ∀b0 > 1 ic.in öyle b1 = nπ > b0

ve b2 = 2nπ > b0 bulunabilir ki

∣

∣

∣

b2
∫

b1

sin2 x

xα
dx

∣

∣

∣
≥ ε

olur. O halde Cauchy Testine göre I1 integrali p ≤ 1 ic.in ıraksaktır.

Benzer olarak, p ≤ 1 ic.in I2 =
+∞
∫

1

cos x

xα
dx integralinin de ıraksak

oldug̃u gösterilebilir.

∀x ∈ [1, +∞) ic.in
∣

∣

∣

sin x

xp

∣

∣

∣
≥ sin2 x

xp
ve

+∞
∫

1

sin2 x

xp
dx integrali ıraksak

oldug̃undan
+∞
∫

1

∣

∣

∣

sin x

xp

∣

∣

∣
dx integralide aynı p ler ic.in ıraksaktır. O halde

verilen integral 0 < p ≤ 1 ic.in mutlak yakınsak deg̃ildir.

p ≤ 0 olsun. Herhangi bir b0 ∈ (1, +∞) sayısı ic.in 2nπ > b0 olacak

s.ekilde bir n ∈ N sayısını sec.elim. b1 = 2nπ +
π

6
ve b2 = 2nπ +

5π

6
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noktaları ic.in

∣

∣

∣

b2
∫

b1

sin x

xα
dx

∣

∣

∣
=

2nπ+
5π

6
∫

2nπ+
π

6

sin x

xp
dx

≥

2nπ+
5π

6
∫

2nπ+
π

6

sin xdx ≥ 1

2

5π
6

∫

π
6

dx =
π

3

olur. Böylece, ε =
π

3
sayısı verildig̃inde ∀b0 > 1 sayısı

∣

∣

∣

b2
∫

b1

sin x

xp
dx

∣

∣

∣
≥ ε

olacak s.ekilde b1 = 2nπ +
π

6
> b0 ve b2 = 2nπ +

5π

6
> b0 sayıları vardır.

O halde Cauchy Testine göre verilen integral p ≤ 0 ic.in ıraksaktır.

Böylece, verilen integral p > 1 ic.in mutlak, 0 < p ≤ 1 ic.in kos.ullu

yakınsak olup p ≤ 0 ic.in ıraksaktır.

(b) F (b) =
b
∫

0

cos xdx = sin b fonksiyonu [0, +∞) üzerinde sınırlı,

g(x) =

√
x

x + 100
fonksiyonu yeteri kadar büyük x ler ic.in azalan (∀x ∈

(100, +∞) ic.in g′(x) =
100 − x

2
√

x(100 + x)2
< 0) ve lim

x→+∞
g(x) = 0 oldu-

g̃undan Dirichlet Testine göre verilen integral yakınsaktır. Bu yakınsa-

manın kos.ullu, yani I =
+∞
∫

0

√
x | cos x |
x + 100

dx integralinin ıraksak oldug̃unu

gösterelim.

Olmayana ergi yöntemini izleyerek I integralinin yakınsak oldug̃unu

kabul edelim. O halde I1 =
+∞
∫

100

√
x | cos x |
x + 100

dx integrali de yakınsak
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olacaktır. Bu durumda, her x ∈ [100, +∞) ic.in

√
x | cos x |
x + 100

≥ cos2 x

2
√

x

oldug̃undan
+∞
∫

100

cos2 x√
x

dx integrali yakınsak olmak zorundadır. Bu ise,

+∞
∫

100

cos2 x

xα
dx integralinin α ≤ 1 ic.in ıraksak olması ile c.elis.tig̃inden

kabulümüzün yalnıs. oldug̃u anlas.ılır. Böylece, verilen integral kos.ullu

yakınsaktır.

(c) f(x) =
1√
x

sin(
sin x√

x
) fonksiyonunun x → +∞ iken esas kısmını

bulalım.

t → 0+ iken sin t = t − t3

3!
+ o(t3) oldug̃undan,

f(x) =
1√
x

[sin x√
x

− 1

3!
(
sin x√

x
)3 + o(

sin3 x

x
√

x
)
]

=
sin x

x
− 1

3!

sin3 x

x2
+ o(

sin3 x

x2
)

=
sin x

x
+ R(x)

s.eklinde yazılabilir, burada ∀x ∈ [1, +∞) ic.in | R(x) |≤ 1

3!x2
es.itsizlig̃i

sag̃lanmaktadır. Buna göre,
+∞
∫

1

R(x)dx integrali mutlak yakınsaktır.

+∞
∫

1

sin x

x
dx kos.ullu yakınsak oldug̃undan (Bkz. Örnek 7.2.16) verilen

integral de kos.ullu yakınsaktır.

(d)
+∞
∫

0

sin(x2)dx integralinin yakınsak oldug̃unu Problem (3) te gördük.

Bu yakınsamanın kos.ullu oldug̃unu görelim. Verilen integrali

I =

+∞
∫

0

sin(x2)dx =

1
∫

0

sin(x2)dx +

+∞
∫

1

sin(x2)dx = I1 + I2
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s.eklide yazalım.
√

x = t denirse, x = 1 ic.in t = 1, x = +∞ ic.in

t = +∞ ve dx =
dt

2
√

t
olacag̃ından,

I2 =
1√
2

+∞
∫

1

sin t√
t

dt

oldug̃u elde edilir. I2 kos.ullu yakınsak oldug̃undan (Bkz (a)) verilen

integral kos.ullu yakınsaktır.

(e) f(x) =
√

x(1 − e
sin x

x ) fonksiyonunun x → +∞ iken esas kısmını

bulalım.

t → 0 iken et = 1 + t +
t2

2!
+ o(t2) oldug̃undan,

f(x) =
√

x
[

1 − 1 − sin x

x
− sin2 x

2x2
− o(

sin2 x

2x2
)
]

= −sin x√
x

+ R(x)

s.eklinde yazılabilir, burada ∀x ∈ [1, +∞) ic.in | R(x) |≤ 1

2x
√

x
ve

+∞
∫

1

dx

x
√

x
integrali yakınsak oldug̃undan

+∞
∫

1

R(x)dx mutlak yakınsaktır.

+∞
∫

1

sin x√
x

dx kos.ullu yakınsak oldug̃undan verilen integral de kos.ullu

yakınsaktır.

(f) ∀x ∈ [2, +∞) ic.in cp =
1

ln 2
, p ≤ 0 ise, cp = (

3

2
)p, p > 0 olmak

üzere
(1 + x)p sin x

ln x
≤ cpx

p

ve
+∞
∫

2

xpdx integrali p < −1 ic.in yakınsak oldug̃undan verilen integral

aynı p ler ic.in mutlak yakınsaktır.

−1 ≤ p ≤ 0 olsun. g(x) =
(1 + x)p

ln x
fonksiyonu [2, +∞) aralıg̃ında aza-

lan (g′(x) = (1+x)p−1px ln x − 1 − x

x ln x
< 0 oldug̃u ic.in) ve lim

x→+∞
g(x) =

0 dır.
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F (b) =
b
∫

2

sin xdx = cos 2− cos b, [2, +∞) aralıg̃ında sınırlı oldug̃undan

verilen integral −1 ≤ p ≤ 0 ic.in yakınsaktır. Bu yakınsamanın kos.ullu

oldug̃unu görelim. Olmayana ergi yöntemini izleyerek −1 ≤ p ≤ 0 ic.in
+∞
∫

2

(1 + x)p | sin x |
ln x

dx integralinin yakınsak oldug̃unu varsayalım. O

halde, ∀x ∈ [2, +∞) ic.in
(1 + x)p sin2 x

ln x
≤ (1 + x)p | sin x |

ln x
olacag̃ından,

I1 =
+∞
∫

2

(1 + x)p sin2 x

ln x
dx integrali de yakınsak olacaktır. Az önce

gördüg̃ümüze benzer olarak I2 =
+∞
∫

2

(1 + x)p cos 2x

ln x
dx integralinin p <

−1 ic.in mutlak yakınsak ve −1 ≤ p ≤ 0 ic.in yakınsak oldug̃u gösterilebilir.

I1 ve I2 integralleri yakınsak olduklarından

+∞
∫

2

(1 + x)p

ln x
dx = 2I1 + I2

es.itlig̃ine göre,
+∞
∫

2

(1 + x)p

ln x
dx integrali −1 ≤ p ≤ 0 ic.in yakınsaktır.

Bu ise mümkün olamayacag̃ından varsayımın yalnıs. oldug̃u anlas.ılır.

Böylece, verilen integral p < −1 ic.in mutlak yakınsak ve −1 ≤ p ≤ 0

ic.in kos.ullu yakınsaktır.

(g) f(x) = x− [[ x ]] −p ve g(x) =
1

x
olsun. f(x) in [1, +∞) üzerindeki

ilkel fonksiyonunu bulalım. ∀n ∈ N ic.in

x ∈ (n, n + 1) ⇒ [[ x ]] = n ⇒ f(x) = x − n − p

ve

x ∈ (n + 1, n + 2) ⇒ [[ x ]] = n + 1 ⇒ f(x) = x − n − p − 1

oldug̃unda Fn(x) =
∫

f(x)dx =
x2

2
− (n + p)x + cn, cn ∈ R fonksiyonu

f nin (n, n + 1) aralıg̃ında, Fn+1(x) =
∫

f(x)dx =
x2

2
− (n + p)x −
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x + cn+1, cn+1 ∈ R fonksiyonu ise f nin (n + 1, n + 2) aralıg̃ında bir

ilkel fonksiyonudur. f nin [1, +∞) aralıg̃ında ilkel fonksiyonu sürekli

oldug̃undan

Fn((n + 1)−) = Fn+1((n + 1)+) ⇒

⇒ (n + 1)2

2
− (n + p)(n + 1) + cn

=
(n + 1)2

2
− (n + p)(n + 1) − (n + 1) + cn+1

⇒ cn+1 = cn + n + 1, n ∈ N

oldug̃u elde edilir. n = 1, 2, · · · alırsak c2 = c1 + 2, c3 = c2 + 3 =

c1 + 2 + 3, · · · , cn = c1 + 2 + 3 + · · ·+ n = c1 +
n2 + n − 2

2
elde ederiz.

x ∈ [n, n+1), n ∈ N ic.in [[ x ]] = n olacag̃ından f nin [1, +∞) aralıg̃ında

ilkel fonksiyonu

F (x) =
x2

2
− ( [[ x ]] + p)x +

[[ x ]] 2 + [[ x ]] − 2

2

olur.

p =
1

2
olsun. Bu durumda, ∀n ∈ N ic.in F (n + 1) − F (n) = 0, dolayısı

ile ∀k ∈ N sayısı ic.in F (1 + k) − F (1) = 0 oldug̃u ac.ıktır.

F (b) =
b
∫

1

f(x)dx, b ∈ [1, +∞) olsun. ∀b > 1 ic.in k0 = [[ b − 1 ]] olsun.

O halde ∀b > 1 ic.in

| F (b) | =
∣

∣

∣

b
∫

1

f(x)dx
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

1+k0
∫

1

f(x)dx +

b
∫

1+k0

f(x)dx
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

b
∫

1+k0

f(x)dx
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

b
∫

1+k0

(x − [[ x ]] − 1

2
)dx

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

b
∫

1+k0

(x − k0 −
3

2
)dx

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

(x − k0 − 1)2

2

∣

∣

∣

b

1+k0

− 1

2
(b − k0 − 1)

∣

∣

∣

=
1

2

∣

∣

∣
(b − k0 − 1)2 − (b − k0 − 1)

∣

∣

∣
≤ 1

2



910 C. özümlü Problemler

dir. Dolayısı ile F (b) =
b
∫

1

f(x)dx fonksiyonu [1, +∞) üzerinde sınırlıdır.

g(x) =
1

x
fonksiyonu [1, +∞) üzerinde azalan ve lim

x→+∞
g(x) = 0 oldu-

g̃undan Dirichlet Testine göre verilen integral p =
1

2
ic.in yakınsaktır.

p 6= 1

2
olsun. Bu durumda,

+∞
∫

1

x − [[ x ]] − p

x
dx =

+∞
∫

1

x − [[ x ]] − 1

2
x

dx − (p − 1

2
)

+∞
∫

1

dx

x

es.itlig̃indeki 2. integral ıraksak ve az önce gösterildig̃i gibi 1. integral

yakınsak oldug̃undan verilen integral p 6= 1

2
ic.in ıraksaktır.

p =
1

2
ic.in verilen integralin mutlak yakınsak olmadıg̃ını, yani

+∞
∫

1

| x − [[ x ]] − 1

2
|

x
dx integralinin ıraksak oldug̃unu gösterelim.

∀n ∈ N ic.in

n
∫

1

| x − [[ x ]] − 1

2
|

x
dx =

n−1
∑

k=1

k+1
∫

k

| x − [[ x ]] − 1

2
|

x
dx

≥
n−1
∑

k=1

1

k + 1

k+1
∫

k

| x − k − 1

2
| dx

=
1

4

n−1
∑

k=1

1

k + 1
= −1

4
+

1

4

n
∑

k=1

1

k

bulunur. Terimleri xn =
n
∑

k=1

1

k
, n ∈ N bic.iminde tanımlanan (xn) dizisi

ıraksak oldug̃undan son es.itsizlig̃e göre

lim
b→+∞

b
∫

1

| x − [[ x ]] − 1

2
|

x
dx = +∞
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oldug̃u, yani
+∞
∫

1

| x − [[ x ]] − 1

2
|

x
dx integralinin ıraksak oldug̃u anlas.ılır.

Böylece, verilen integral p =
1

2
ic.in kos.ullu yakınsaktır.

(h) 1) q > 0 olsun. xq = t denirse, x = 0 ic.in t = 0, x = +∞ ic.in

t = +∞ ve dx =
1

q
t

1
q
−1

dt olacag̃ından,

I =

+∞
∫

0

xp sin(xq)dx =
1

q

+∞
∫

0

t
p+1

q
−1 sin tdt =

1

q
(I1 + I2)

yazılabilir, burada

I1 =

1
∫

0

t
p+1

q
−1 sin tdt, I2 =

+∞
∫

1

t
p+1

q
−1 sin tdt

dır.

t → 0+ iken t
p+1

q
−1 sin t ∼ t

p+1
q ve

1
∫

0

t
p+1

q dt integrali
p + 1

q
> −1 ic.in

yakınsak oldug̃undan I1 integrali
p + 1

q
> −1 ic.in yakınsaktır. (∀t ∈

(0, 1] ic.in t
p+1

q
−1 sin t ≥ 0 oldug̃undan hem de mutlak yakınsaktır.)

F (b) =
b
∫

1

sin tdt = cos 1 − cos b, [1, +∞) üzerinde sınırlı ve t
p+1

q
−1

fonksiyonu
p + 1

q
< 1 ic.in azalan ve t → +∞ iken limiti sıfır olan

fonksiyon oldug̃undan Dirichlet Testine göre I2 integrali
p + 1

q
< 1 ic.in

yakınsaktır.

∀t ∈ [1, +∞) ic.in | t
p+1

q
−1 sin t |∼ t

p+1
q

−1 ve
+∞
∫

1

t
p+1

q
−1

dt integrali
p + 1

q
<

0 ic.in yakınsak oldug̃undan I2 integrali
p + 1

q
< 0 ic.in mutlak yakınsaktır.

2) q < 0 olsun.x = t
1
q denirse, x = 0 ic.in t = +∞, x = +∞ ic.in t = 1
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ve dx =
1

q
t

1
q
−1

dt olacag̃ından

I ′ =

1
∫

0

xp sin(xq)dx = −1

q

+∞
∫

1

t
p+1

q
−1 sin tdt = −1

q
I2

I ′′ =

+∞
∫

1

xp sin(xq)dx = −1

q

1
∫

0

t
p+1

q
−1 sin tdt = −1

q
I1

yazabiliriz.

Dirichlet Testine göre I ′ integrali
p + 1

q
< 1 ic.in yakınsaktır. t →

0+ iken t
p+1

q
−1 sin t ∼ t

p+1
q oldug̃undan I ′′ integrali

p + 1

q
> −1 ic.in

yakınsaktır (hem de mutlak yakınsaktır).

Dolayısı ile, verilen integral −1 <
p + 1

q
< 0 ic.in mutlak, 0 ≤ p + 1

q
< 1

ic.in kos.ullu yakınsaktır.

(i) Verilen integrali

I =

+∞
∫

0

xp sin x

1 + xq
dx =

1
∫

0

xp sin x

1 + xq
dx +

+∞
∫

1

xp sin x

1 + xq
dx = I1 + I2

s.eklinde yazalım.

x → 0+ iken
xp sin x

1 + xq
∼ xp+1 ve

1
∫

0

xp+1dx integrali p > −2 ic.in yakınsak

oldug̃undan I1 integrali aynı p ler ic.in yakınsaktır (hem de mutlak

yakınsaktır.)

Her x ∈ [1, +∞) ic.in
∣

∣

∣

xp sin x

1 + xq

∣

∣

∣
≤ 1

xq−p(1 +
1

xq
)
≤ 1

xq−p
ve

+∞
∫

1

dx

xq−p

integrali p + 1 < q ic.in yakınsak oldug̃undan I2 integrali aynı p ve q lar

ic.in mutlak yakınsaktır.

g(x) =
xp

1 + xq
, x ∈ [1, +∞) olsun. ∀x ∈ [1, +∞) ic.in

g′(x) = xp+q−1
p(1 +

1

xq
) − q

(1 + xq)2
oldug̃undan, p < q ic.in yeteri kadar büyük
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x ler ic.in g′(x) < 0 ve lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

1

xq−p(1 +
1

xq
)

= 0 dır. Ayrıca,

F (b) =
b
∫

1

sin xdx = cos 1 − cos b fonksiyonu [1, +∞) üzerinde sınırlı

oldug̃undan, Dirichlet Testine göre I2 integrali p < q ic.in yakınsaktır.

Böylece, verilen integral p > −2, p + 1 < q ic.in mutlak, p > −2,

p < q ≤ p + 1 ic.in kos.ullu yakınsaktır. ¦

(10) As.ag̃ıdaki has olmayan integralleri hesaplayınız.

(a) In =
+∞
∫

0

e−xxndx, (n ∈ N);

(b) Jn =
1
∫

0

(ln x)ndx, (n ∈ N);

(c) Kn =
+∞
∫

0

e−ax sinn xdx, (n ∈ N, a > 0);

(d) Ln =
+∞
∫

0

dx

(a2 + x2)n
, (n ∈ N);

(e) Mn =
+∞
∫

−∞

dx

(ax2 + bx + c)n
, (ac − b2 > 0, n ∈ N) .

C. özüm: Kısmi integrasyon yöntemi bir kac. kez uygulanarak verilen

integrallerin hesaplanması indirgeme formüllerine dönüs.türülür.

(a) u = xn, dv = e−xdx denirse, du = nxn−1dx, v = −e−x olacag̃ından

In = −e−xxn
∣

∣

∣

+∞

0
+ n

+∞
∫

0

e−xxn−1dx = nIn−1

oldug̃u elde edilir. I0 =
+∞
∫

0

e−xdx = 1 oldug̃undan,

I2 = 2I1 = 2!, I3 = 3I2 = 3!, · · · , In = n! olur.

(b) ∀ε > 0 ic.in lim
x→0+

xε ln x = 0 oldug̃undan her n ∈ N ic.in

lim
x→0+

xεn(ln x)n = 0 oldug̃u ac.ıktır. Buradan, ε =
1

2n
ic.in
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lim
x→0+

x
1
2 (ln x)n = 0 ⇒ ∃x0 ∈ (0, 1) öyle ki ∀x ∈ (0, x0) ic.in

| x
1
2 (ln x)n |< 1 veya (ln x)n < x

−
1

2 olur.
1
∫

0

x
−
1

2dx yakınsak

oldug̃undan ∀n ∈ N ic.in Jn integralinin yakınsak oldug̃u anlas.ılır.

x = e−t denirse, x = 0 ic.in t = +∞, x = 1 ic.in t = 0 ve

dx = −e−tdt olacag̃ından,

Jn = (−1)n

+∞
∫

0

tne−tdt = (−1)nIn [(a) dan] = (−1)nn!

olur.

(c) u = sinn x, dv = e−axdx denirse, du = n sinn−1 x cos xdx,

v = −1

a
e−ax olacag̃ından,

Kn = −1

a
e−ax sinn x

∣

∣

∣

+∞

0
+

n

a

+∞
∫

0

e−ax sinn−1 x cos xdx

=
n

a

+∞
∫

0

e−ax sinn−1 x cos xdx

olur. Kısmi integrasyon yöntemini tekrar uygularsak (u = sinn−1 x cos x,

dv = e−axdx denirse, du = [(n − 1) sinn−2 x cos2 x − sinn x]dx,

v = −1

a
e−ax)

Kn = −−n

a2
e−ax sinn−1 x cos x

∣

∣

∣

+∞

0
+

n(n − 1)

a2

+∞
∫

0

e−ax sinn−2 x cos2 xdx

− n

a2

+∞
∫

0

e−ax sinn xdx[cos2 x = 1 − sin2 x oldug̃undan]

=
n(n − 1)

a2
Kn−2 −

n2

a2
Kn ⇒ Kn =

n(n − 1)

a2 + n2
Kn−2
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elde ederiz. K0 =
1

a
ve K1 =

1

1 + a2
oldug̃undan,

K2k−1 =
(2k − 1)!

(1 + a2)(32 + a2) · · · ((2k − 1)2 + a2)
,

K2k =
(2k)!

(a)(22 + a2)(42 + a2) · · · ((2k)2 + a2)
,

Benzer s.ekilde,

Ln =
π

2a2n−1

(2n − 3)!!

(2n − 2)!!
, Mn =

π(2n − 3)!!an−1sgna

(2n − 2)!!(ac − b2)
n−

1

2

oldug̃u gösterilebilir. ¦

(11) I =
+∞
∫

0

e−x2
dx Euler-Poisson İntegralini hesaplayınız.

C. özüm: Her p ∈ (1, 2] ic.in lim
x→+∞

xpe−x2
= lim

x→+∞

xp

ex2 = lim
x→+∞

pxp−1

2xex2 =

p

2
lim

x→+∞

xp−2

ex2 = 0 oldug̃undan I integrali yakınsaktır. Bu integralin

deg̃erini hesaplayalım.

Her x ∈ (0, +∞) ic.in 1 − x2 < e−x2
<

1

1 + x2
es.itsizlig̃inin sag̃landıg̃ı

ac.ıktır.

∀x ∈ (0, 1) ic.in 1 − x2 < e−x2 ⇒ (1 − x2)n < e−nx2 ⇒
1
∫

0

(1 − x2)ndx <

1
∫

0

e−nx2
dx, ∀x ∈ (0, +∞) ic.in e−x2

<
1

1 + x2
⇒ e−nx2

<
1

(1 + x2)n
⇒

+∞
∫

0

e−nx2
dx <

+∞
∫

0

1

(1 + x2)n
dx olur.

Demek ki, ∀n ∈ N ic.in

1
∫

0

(1 − x2)ndx <

1
∫

0

e−nx2

dx <

+∞
∫

0

e−nx2

dx <

+∞
∫

0

1

(1 + x2)n
dx
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oldug̃u elde edilir. Problem (10) (d) ye göre

+∞
∫

0

1

(1 + x2)n
dx =

π

2

(2n − 3)!!

(2n − 2)!!

ve
1

∫

0

(1 − x2)ndx [x = cos t] =

π
2

∫

0

sin2n+1 tdt =
(2n)!!

(2n + 1)!!

+∞
∫

0

e−nx2

dx [t =
√

nx] =
1√
n

+∞
∫

0

e−t2dt =
1√
n

I

oldug̃undan
√

n
(2n)!!

(2n + 1)!!
< I <

√
n

π

2

(2n − 3)!!

(2n − 2)!!
veya

n

2n + 1

[(2n)!!]2

[(2n − 1)!!]2(2n + 1)
< I2 < (

π

2
)2 n

2n − 1

[(2n − 3)!!]2(2n − 1)

[(2n − 2)!!]2

olur.
π

2
= lim

n→+∞

[(2n)!!]2

[(2n + 1)!!]2(2n + 1)

Vallis formülüne göre son es.itsizlig̃in her iki tarafı n → +∞ iken aynı
π

4
limitine yaklas.tıg̃ından

I2 =
π

4
[I > 0 oldug̃undan] ⇒ I =

√
π

2

oldug̃u elde edilir. ¦

(12) a ve b pozitif reel sayılar, f, [0, +∞) üzerinde sürekli ve lim
x→+∞

f(x) =

f(+∞) limiti var ve sonlu olsun. Bu durumda,
+∞
∫

0

f(ax) − f(bx)

x
dx

integralinin yakınsak oldug̃unu ve

+∞
∫

0

f(ax) − f(bx)

x
dx = [f(0) − f(+∞)] ln

b

a
(7.25)
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es.itlig̃inin dog̃ru oldug̃unu gösteriniz.

C. özüm: f ∈ C[0, +∞) oldug̃undan 0 < ∆1 < ∆2 < +∞ ic.in

∆2
∫

∆1

f(ax) − f(bx)

x
dx =

∆2
∫

∆1

f(ax)

x
dx −

∆2
∫

∆1

f(bx)

x
dx

=

a∆2
∫

a∆1

f(t)

t
dt −

b∆2
∫

b∆1

f(t)

t
dt

=

b∆1
∫

a∆1

f(t)

t
dt −

b∆2
∫

a∆2

f(t)

t
dt

integrali mevcuttur.

Orta deg̃er teoremi gerg̃ince ξ ∈ [a∆1, b∆1] olmak üzere

b∆1
∫

a∆1

f(t)

t
dt = f(ξ)

b∆1
∫

a∆1

dt

t
= f(ξ) ln

b

a

ve benzer olarak, η ∈ [a∆2, b∆2] olmak üzere

b∆2
∫

a∆2

f(t)

t
dt = f(η)

b∆2
∫

a∆2

dt

t
= f(η) ln

b

a

yazabiliriz. Demek ki, her 0 < ∆1 < ∆2 < +∞ ic.in ξ ∈ [a∆1, b∆1] ve

η ∈ [a∆2, b∆2] olmak üzere

∆2
∫

∆1

f(ax) − f(bx)

x
dx = f(ξ) ln

b

a
− f(η) ln

b

a
(7.26)

olur. Tanım gereg̃ince verilen integral

+∞
∫

0

f(ax) − f(bx)

x
dx = lim

∆1→0+

∆2→+∞

∆2
∫

∆1

f(ax) − f(bx)

x
dx
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s.eklinde tanımlandıg̃ından dolayı (7.26) dan (∆1 → 0+ iken ξ → 0+

ve ∆2 → +∞ iken η → +∞oldug̃unu dikkate alırsak) (7.25) es.itlig̃inin

dog̃ru oldug̃u anlas.ılır. ¦

Not: Sonlu lim
x→+∞

f(x) limiti mevcut olmadıg̃ında, fakat her hangi

A > 0 ic.in
+∞
∫

A

f(t)

t
dt yakınsak ise

+∞
∫

0

f(ax) − f(bx)

x
dx = f(0) ln

b

a
(7.27)

es.itlig̃i dog̃rudur. •

Not: Eg̃er f, x = 0 noktasında süreksiz, fakat her A ∈ (0, +∞) ic.in
A
∫

0

f(t)

t
dt integrali yakınsak oldug̃unda

+∞
∫

0

f(ax) − f(bx)

x
dx = f(+∞) ln

a

b
(7.28)

es.itlig̃i dog̃rudur. •

Not: Kaynaklarda (7.25) integraline Frullani integrali denir. •

(13) a > 0 ve b > 0 ic.in as.ag̃ıdaki integralleri hesaplayınız.

(a)
+∞
∫

0

e−ax − e−bx

x
dx; (b)

+∞
∫

0

ln
p + qe−ax

p + qe−bx

dx

x
, (p, q > 0);

(c)
+∞
∫

0

arctan ax − arctan bx

x
dx ; (d)

+∞
∫

0

cos ax − cos bx

x
dx ;

(e)
+∞
∫

0

b sin ax − a sin bx

x2
dx ; (f)

+∞
∫

0

sin ax sin bx

x
dx ;

(g)
1
∫

0

xa−1 − xb−1

ln x
dx .

C. özüm:


